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[bookmark: _Toc501278281]Getallenverzamelingen
[bookmark: _Toc410302877]God schiep de natuurlijke getallen en de rest is het werk van de mens.
(Leopold Kronecker)
[bookmark: _Toc501278282]Opbouw van de natuurlijke getallen
De natuurlijke getallen zijn ons met de paplepel ingegeven en worden omschreven als “getallen die je gebruikt bij het tellen van aantallen”. 
[bookmark: _Toc501278283]Opbouw vanuit de verzamelingenleer
Cantor slaagde er in om vanuit de verzamelingenleer een wiskundige fundering te geven aan aantallen, grote aantallen en oneindige aantallen. Vroeger sprak men over oneindig in de zin van ‘nooit af zijn’, maar nu kan met redeneren met verschillende vormen van oneindigheid.
Vanuit verzamelingen en relaties slagen we er in om het evidente (eindige aantallen en tellen) te verzoenen met het paradoxale (oneindigheid). 
Gelijkmachtige verzamelingen
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De verzamelingen A en B zijn gelijkmachtig (of equipotent) als en slechts als er een bijectie bestaat tussen A 
en B.
Met symbolen: A # B   f: A  B, f bijectie
Voorbeeld
 en  zijn equipotent want er bestaat een bijectie f:   : n  n + 4
De relatie “… is gelijkmachtig met…” is een equivalentierelatie, want de relatie is
· reflexief 
want f: A  A: x  x is een bijectie, dus A # A
· symmetrisch
want de omgekeerde relatie van een bijectie is een bijectie, dus A # B  B # A
· transitief
want de samengestelde relatie van twee bijecties is een bijectie, dus A # B en B # C  A # C
Kardinaalgetal
Tussen twee verzamelingen die evenveel elementen bevatten kan steeds een bijectie gevormd worden, zodat 2 verzamelingen met evenveel elementen of dezelfde kardinaliteit steeds gelijkmachtig zijn. 
Voorbeeld
A = {a, b, c}
B = {1, 2, 3}
A # B
Als we abstractie zouden maken van de aard van de elementen, hebben dergelijke verzamelingen nog steeds een gemeenschappelijke eigenschap, namelijk het aantal elementen, of hun kardinaalgetal. 
Alle mogelijke kardinaalgetallen vormen de verzameling van de natuurlijke getallen.
Een getal is de aanduiding van de hoeveelheid van iets (namelijk een verzameling). Een getal is dus een vorm van benoeming, waarmee we t.o.v. een aantal objecten van alles abstractie maken, behalve van de hoeveelheidseigenschap. 
Het getal 8 bijvoorbeeld duidt aan dat een verzameling 8 elementen heeft. 
Het telwoord “achtste” duidt aan dat we, de elementen op orde gezet, het 8ste element kunnen aanwijzen. 
Een natuurlijk getal is dus een abstracte aanduiding, een eigenschap (namelijk het aantal elementen) van een verzameling. 
[bookmark: _Toc501278284]Opbouw m.b.v. De axioma’s van Peano
[image: Afbeeldingsresultaat voor peano]In 1889 publiceerde de Italiaanse wiskundige Guiseppe Peano wat nu gekend staat als de Peano-axioma's. Dit is een stel axioma's voor de theorie van de natuurlijke getallen. 
De axiomatische opbouw van de natuurlijke getallen volgens Peano kent drie primitieve begrippen: nul, natuurlijk getal en opvolger van een natuurlijk getal en bestaat uit vijf axioma’s:
1) Nul is een natuurlijk getal.
2) De opvolger van een natuurlijk getal is een natuurlijk getal.
3) Nul is niet de opvolger van een natuurlijk getal.
4) Zijn de opvolgers van natuurlijke getallen gelijk, dan zijn ook deze natuurlijke getallen gelijk.
5) Geldt een eigenschap voor het getal nul en geldt hij ook voor de opvolger van ieder getal met die eigenschap, dan hebben alle natuurlijke getallen deze eigenschap (principe van volledige inductie).
[bookmark: _Toc501278285]Bewerkingen met natuurlijke getallen
In wat volgt definiëren we bewerkingen met natuurlijke getallen vanuit de verzamelingenleer.
[bookmark: _Toc410302886][bookmark: _Toc501278286]Optelling
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De som van twee natuurlijke getallen  en  is het kardinaalgetal van de vereniging van de disjuncte verzamelingen  en , die respectievelijk  en  als kardinaalgetal hebben.
 met  en 
Benamingen
In de optelling 3 + 2 = 5 noemen we 3 en 2 de termen en 5 de som. 
3 is het opteltal en 2 de opteller.
Eigenschappen
	met woorden
	met symbolen

	De optelling is inwendig in .
	

	De optelling is commutatief in .
	

	De optelling is associatief in .
	

	0 is het neutraal element voor de optelling in .
	


De structuur van de natuurlijke getallen voorzien van de optelling is dus een monoïde. 
B[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]ewijs deze eigenschappen.
[bookmark: _Toc501278287]Aftrekking
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Het verschil van twee natuurlijke getallen  en  is het kardinaalgetal van het verschil van de verzameling  en haar deelverzameling B, die respectievelijk  en  als kardinaalgetal hebben.
 met  en 
De aftrekking kan ook gedefinieerd worden als inverse bewerking van het optellen: 
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png] a, b, c   : a – b = c  a = c + b
Benamingen
In de aftrekking 5 – 2 = 3 noemen we 5 en 2 de termen en 3 het verschil. 
5 is het aftrektal en 2 de aftrekker.
Eigenschappen
	
	Voorbeeldnvoorbeeld

	De aftrekking is niet overal gedefinieerd in . 
	6 – 9 = -3 

	De aftrekking is niet commutatief in . 
	9 – 6  6 – 9 (en bovendien is het resultaat van 6 – 9 )

	De aftrekking is niet associatief in .
	(8 – 3) – 2  8 – (3 – 2)

	0 is rechts-neutraal, 
maar niet links-neutraal voor de aftrekking in .
	maar 0 – 8  8


[bookmark: _Toc410302888][bookmark: _Toc501278288]	Vermenigvuldiging
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Het product van twee natuurlijke getallen  en  is het kardinaalgetal van de productverzameling van de verzamelingen  en , die respectievelijk  en  als kardinaalgetal hebben.
 met  
Benamingen
In de vermenigvuldiging 3  2 = 6 noemen we 2 en 3 de factoren en 6 het product; 
2 is het vermenigvuldigtal en 3 de vermenigvuldiger.
Eigenschappen
	met woorden
	met symbolen

	De vermenigvuldiging is inwendig in .
	

	De vermenigvuldiging is commutatief in .
	

	De vermenigvuldiging is associatief in .
	

	1 is het neutraal element voor de vermenigvuldiging in .
	

	De vermenigvuldiging is distributief t.o.v. de optelling en de aftrekking in .
	
(links-distributief)

(rechts-distributief)


De structuur van de natuurlijke getallen voorzien van de vermenigvuldiging is dus een monoïde. 
[bookmark: _Toc410302889][bookmark: _Toc501278289]Deling
De deling kan gedefinieerd worden als inverse bewerking van het vermenigvuldigen: 
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png] a, b, c   : a : b = c  a = c  b
Opmerking:
Je kan niet delen door nul:
	Een van nul verschillend getal kan je niet delen door nul. 
 	Nul delen door nul is onbepaald want het quotiënt kan gelijk zijn aan elk getal.
Benamingen
In de deling 6 : 3 = 2 (“2 gaat 3 keer in 6”) noemen we 6 en 3 de factoren en 2 het quotiënt; 
6 is het deeltal en 3 de deler.
Eigenschappen
	
	Voorbeeldnvoorbeeld

	De deling is niet overal gedefinieerd in . 
	6 : 9 

	De deling is niet commutatief in . 
	4 : 2  2 : 4 (en bovendien is het resultaat van 2 : 4 )

	De deling is niet associatief in .
	(24 : 6) : 2  24 : (6 : 2)

	1 is rechts-neutraal, 
maar niet links-neutraal voor de deling in .
	maar 1 : 8  8

	De deling is rechts-distributief t.o.v. de optelling en de aftrekking in ,
maar niet links-distributief t.o.v. de optelling en de aftrekking in .
	maar 30 : (2 + 3)  (30 : 2) + (30 : 3)


[bookmark: _Toc501278290]Oneindig
Oneindig grote of oneindig kleine grootheden zorgen al sinds het begin van de mensheid voor filosofische overwegingen en vooral voor veel paradoxen en verwarring. Het blijkt namelijk dat ons natuurlijk begrip van hoeveelheid of aantallen of tellen niet correct werkt bij oneindigheid.
De tekst ‘Oneindig en oneindig is twee’ (zie bijlage) gaat dieper in op het begrip ‘oneindig’. 
[bookmark: _Toc501278291]Uitbreiding naar andere getallenverzamelingen
[bookmark: _Toc501278292]De natuurlijke getallen
De verzameling van de natuurlijke getallen is ontstaan vanuit het tellen.
Notatie: 
Opsomming:  = {0, 1, 2, 3, 4,…}
[bookmark: _Toc501278293]De gehele getallen
Binnen de natuurlijke getallen kunnen we elk tweetal getallen optellen (en vermenigvuldigen), maar aftrekken (en ook delen) kan niet altijd: het aftrekken is niet inwendig en overal bepaald in . Aftrekken is wel altijd mogelijk na het toevoegen van de tegengestelden van de natuurlijke getallen.
De natuurlijke getallen en hun tegengestelden zijn samen de gehele getallen.
Notatie:  
Opsomming:  = {…, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4,…}
[bookmark: _Toc501278294]De rationale getallen
Om een soortgelijke reden zijn de rationale getallen ingevoerd: de deling is niet inwendig en overal bepaald in . Een rationaal getal is het quotiënt van twee gehele getallen waarvan de deler niet nul is.
Notatie: 
Omschrijving:  =  
Benamingen:	a noemen we de teller
	b is de noemer 
	de horizontale lijn die teller en noemer van elkaar scheidt is de breukstreep
De noemer duidt aan in hoeveel gelijke delen je een geheel verdeelt, de teller duidt aan hoeveel delen je daarvan neemt.
Elke breuk kan als een decimale vorm geschreven worden door de teller te delen door de noemer. Deze decimale vorm zal één van de volgende gedaantes aannemen:
	een geheel getal als de teller een veelvoud is van de noemer
Voorbeeld

	een begrensd kommagetal als je de breuk kan schrijven als een decimale breuk (een breuk met noemer 10, 100, 1000…)
Voorbeeld

	een onbegrensd repeterend kommagetal met een periode, in sommige gevallen voorafgegaan door een niet-repeterend deel.
Afspraak: 
Voorbeeld
	met periode 3 en niet-repeterend deel 8
Benamingen
· Kommagetallen zijn getallen waarin een komma voorkomt, gevolgd door één of meer decimalen.
Decimalen zijn cijfers na de komma.
Het geheel deel is het getal vóór de komma.
· Een begrensd kommagetal is een kommagetal met een eindig aantal decimalen.
· Een onbegrensd kommagetal is een kommagetal met oneindig veel decimalen.
· Een onbegrensd kommagetal is repeterend als één decimaal of een groep van decimalen zich voortdurend in dezelfde volgorde herhalen.
De periode is de kleinste groep decimalen die zich voortdurend herhaalt.
Een zuiver repeterend kommagetal is een repeterend kommagetal waarbij de periode meteen na de komma begint.
Een gemengd repeterend kommagetal is een repeterend kommagetal waarbij de periode niet meteen na de komma begint.
Een gemengd repeterend kommagetal heeft tussen de komma en de eerste periode een niet-repeterend deel.


[bookmark: _Toc501278295]De reële getallen
Naast de onbegrensde repeterende kommagetallen zijn er ook onbegrensde niet-repeterende kommagetallen. Denken we hierbij bijvoorbeeld aan  of . Deze getallen noemen we irrationale getallen.
De verzameling van de reële getallen is de verzameling van de rationale en irrationale getallen.
Notatie: 


[bookmark: _Toc501278296]Samengevat
[bookmark: _Toc501278297]Voorstelling van de getallenverzamelingen met Venn-diagrammen
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png][image: ]
Kleur het gebied waar de irrationale getallen zich bevinden blauw.
[bookmark: _Toc501278298]De meest nauwkeurige benaming voor een getal bepalen
[image: ]

Voorbeeld
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Bepaal de meest nauwkeurige benaming voor de volgende getallen: 
a) 2,10505…
b) –5,254
c) 13,0
d) 2,145875…

[bookmark: _Toc501278299]De verzameling bepalen waartoe een getal behoort
Er is een verschil in omschrijving tussen 
· Bepaal de meest nauwkeurige verzameling waartoe het getal … behoort.
· Bepaal elke verzameling waartoe het getal … behoort.

De meest nauwkeurige verzameling
[image: ]
Voorbeeld
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Bepaal de meest nauwkeurige verzameling waartoe de volgende getallen behoren: 
a) 
b) 
c) 0,956842365…
d) 
elke verzameling
Stappenplan
	Bepaal de meest passende verzameling waartoe het getal behoort.
	Plaats het getal op de juiste plaats in het Venn-diagram.
	Noteer alle verzamelingen waartoe het getal behoort.
Voorbeeld
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Bepaal elke verzameling waartoe de volgende getallen behoren: 
a) 
b) 
c) 0,956842365…
d) 

[bookmark: _Toc501278300]Oefeningen
Bron: 
Vandepitte, H., Verstraete, K., & Putzeys, E. (2012). Matrix wiskunde 3 - Leerwerkboek 3 uur wiskunde. Kalmthout: Pelckmans Uitgeverij nv.
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[bookmark: _Toc501278301]structuren
[bookmark: _Toc501278302]Eigenschappen van bewerkingen
[bookmark: _Toc501278303]Inwendig en overal gedefinieerd
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De bewerking * is inwendig en overal gedefinieerd in een verzameling V   x,y  V: x * y  V
Voorbeeld
De aftrekking is inwendig en overal gedefinieerd in  want voor elk koppel gehele getallen bestaat een geheel getal dat hun verschil is.
MAAR: de aftrekking is niet inwendig en overal gedefinieerd in  want 3  en 7 , maar 3 – 7 .
Opmerking:	Het vermenigvuldigen van een koppel reële getallen met een reëel getal is een uitwendige bewerking omdat de factoren van het product r  (a,b) niet uit dezelfde verzameling komen:
· r 
· (a,b) 
[bookmark: _Toc501278304]Commutativiteit
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De bewerking * in V is commutatief    x,y  V: x * y = y * x
Voorbeeld
	De optelling in  is commutatief want de som van twee rationale getallen blijft gelijk als je de termen van plaats verwisselt.
	De deling in  is niet commutatief want 4 : 2  2 : 4.
[bookmark: _Toc501278305]Associativiteit
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De bewerking * in V is associatief    x,y,z  V: (x * y) * z = x * (y * z) = x * y * z
Voorbeeld
	De vermenigvuldiging in  is associatief want het product van drie natuurlijke getallen blijft gelijk als je haakjes toevoegt, weglaat of van plaats verwisselt.
	De aftrekking in  is niet associatief want 2 – (4 – 6)  (2 – 4) – 6.
[bookmark: _Toc501278306]Neutraal element
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Er bestaat in V een neutraal element n voor de bewerking *   n  V,  x  V: x * n = x = n * x
Voorbeeld
	Het getal 0 is het neutraal element voor de optelling van rationale getallen want  x  : x + 0 = x = 0 + x.
	De deling in  heeft geen neutraal element want 4 : 1 = 4 maar 1 : 4  4.
[bookmark: _Toc501278307]Symmetrisch element
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Elk element van V heeft voor de bewerking * een symmetrisch element   x  V,    V: x *  = n =  * x
Voorbeeld
	Elk geheel getal heeft voor de optelling in  een symmetrisch element, namelijk het tegengesteld geheel getal. ( x  ,  -x  : x + (-x) = 0 = -x + x)
	Elk reëel getal verschillend van nul heeft voor de vermenigvuldiging in  een symmetrisch element, namelijk het omgekeerd reëel getal. ( x  ,  x–1  : x  x–1 = 1 = x–1  x)
	Het natuurlijk getal 5 heeft geen symmetrisch element voor de optelling in .
[bookmark: _Toc501278308]Opslorpend element
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Er bestaat in V een opslorpend element p voor de bewerking *   p  V,  x  V: x * p = p = p * x
Voorbeeld
	Het getal 0 is het opslorpend element voor de vermenigvuldiging van reële getallen want 
 x  : x  0 = 0 = 0  x.
	De deling in  heeft geen opslorpend element want 0 : 1,5 = 0 maar 1,5 : 0 bestaat niet.
[bookmark: _Toc501278309]Distributiviteit
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De bewerking * is distributief t.o.v. de bewerking  in V   x,y,z  V: 	x * (y  z) = x * y  x * z
	EN (x  y) * z = x * z  y * z
Voorbeeld
	De vermenigvuldiging is distributief t.o.v. de aftrekking in  want  x,y,z   : 	x  (y – z) = x  y – x  z
		EN (x – y)  z = x  z – y  z
	De machtsverheffing is niet distributief t.o.v. de optelling in  want (4 + 5)²  4² + 5².
[bookmark: _Toc501278310]Structuren
[bookmark: _Toc501278311]Structuur
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]Een niet-lege verzameling die voorzien wordt van een of twee bewerkingen noemen we een structuur.
Notatie: 	De verzameling G ( ) voorzien van de bewerking *, noteren we als volgt: G,*
De verzameling G ( ) voorzien van de bewerkingen * en , noteren we als volgt: G,*, 
Voorbeeld
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]De verzameling  voorzien van de optelling, noteren we als volgt: 
De verzameling voorzien van de optelling en de vermenigvuldiging, noteren we als volgt: 
[bookmark: _Toc501278312]Monoïde
De structuur G,* wordt een monoïde genoemd als en slechts als
	de bewerking * inwendig en overal gedefinieerd is
	de bewerking * associatief is
	de bewerking * een neutraal element heeft dat tot G behoort
Voorbeeld 
,+ is een monoïde want
	de optelling in  is inwendig en overal gedefinieerd
	de optelling in  is associatief
	de optelling in  heeft een neutraal element dat tot  behoort, namelijk 0
[bookmark: _Toc501278313]Groep
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De structuur G,* wordt een groep genoemd als en slechts als
	de bewerking * inwendig en overal gedefinieerd is
	de bewerking * associatief is
	de bewerking * een neutraal element heeft dat tot G behoort
	elk element van G een symmetrisch element heeft dat eveneens tot G behoort.


[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Noteer de definitie van een groep met symbolen.
G,* is een groep
	
	
	


[bookmark: _Toc501278314]Commutatieve groep
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De groep G,* is een commutatieve groep als de bewerking * een commutatieve bewerking is.
Met symbolen: G,* is een commutatieve groep 		G,* is een groep
·  a,b  G: a * b = b * a
Voorbeeld 
,+ is een commutatieve groep want
	de optelling in  is inwendig en overal gedefinieerd
	de optelling in  is associatief
	de optelling in  heeft een neutraal element dat tot  behoort, namelijk 0
	elk element van  heeft voor de optelling een symmetrisch element dat ook to  behoort, namelijk zijn tegengestelde
	de optelling in  is commutatief
[bookmark: _Toc501278315]Veld
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]De structuur G,*, is een veld als en slechts als
	G,* een commutatieve groep is 
	G, een commutatieve groep is
	de bewerking  distributief is t.o.v. de bewerking * in G
Voorbeeld 
,+, is een veld want
	,+ is een commutatieve groep
	, is een commutatieve groep
	de vermenigvuldiging is distributief t.o.v. de optelling in 

[bookmark: _Toc501278316]Rekenen in een groep
In wat volgt, werken we in een groep G,. Dit impliceert dat we niet veronderstellen dat  commutatief is.
[bookmark: _Toc501278317]Schrappen of vereenvoudigen
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]In elke groep G, geldt:
	 a,b,c  G: a  c = b  c  a = b (rechtse schrappingswet)
	 a,b,c  G: c  a = c  b  a = b (linkse schrappingswet)


Bewijs:		a  c	= 	b  c
				op beide leden dezelfde bewerking  uitvoeren met hetzelfde element 
		(a  c)   	= 	(b  c)  
				de associatieve eigenschap in de groep G,
		a  (c  ) 	= 	b  (c  )
				eigenschap van het symmetrisch element in de groep G,
		a  n 	= 	b  n
				eigenschap van het neutraal element in de groep G,
		a	= 	b 
	[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]	Bewijs zelf het tweede luik. 
[bookmark: _Toc501278318]Het symmetrisch element van a  b
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]In elke groep G, geldt:  a,b  G:  = 
Bewijs:		(a  b)  ()	= 	a  (b  ) 
			=	a  n 
			=	(a  n) 
			=	a 
			=	n
		()  (a  b)	=	 (  a)  b
			=	 n  b
			=	( n)  b
			=	  b
			=	n
	Uit  en  volgt:  is het symmetrisch element van a  b voor de bewerking .
[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Verklaar de overgangen in dit bewijs.
Opmerking: als G, een commutatieve groep is, dan is  = 


[bookmark: _Toc501278319]Overbrengingsregel
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]In elke groep G, geldt: 
	 a,b,c  G: a  b = c  b =   c
	 a,b,c  G: a  b = c  a = c  
Bewijs:		a  b = c		  (a  b) =   c	op beide leden dezelfde bewerking  met hetzelfde element 
				(  a)  b =   c	de associatieve eigenschap in de groep G,
				n  b =   c	eigenschap van het symmetrisch element in de groep G,
				b =   c	eigenschap van het neutraal element in de groep G,
	[image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]	Bewijs zelf het tweede luik. 

Opmerking: als G, een commutatieve groep is, speelt de plaats van het overgebrachte element geen rol
[bookmark: _Toc501278320]Inverse bewerking
[image: http://www.csl.unifi.it/wp-content/uploads/2014/01/Stagisti-e-tirocinanti_icon.png]In een groep G, geldt:  a,b  G: a  b = a  
We noemen  de inverse bewerking van 
Voorbeeld 
De optelling en de aftrekking zijn inverse bewerkingen.
De vermenigvuldiging en de deling zijn inverse bewerkingen.
[bookmark: _Toc501278321][image: http://pix.iemoji.com/images/emoji/apple/ios-9/256/left-writing-hand.png]Oefeningen
Oefening 1
Plaats een kruisje als de uitspraak waar is in de gegeven verzameling. 
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	De optelling is inwendig en overal gedefinieerd.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De optelling is commutatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De optelling is associatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De optelling heeft een neutraal element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	Elk element van de optelling heeft een symmetrisch element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De optelling heeft een opslorpend element.
	
	
	
	
	
	
	
	


Oefening 2
Plaats een kruisje als de uitspraak waar is in de gegeven verzameling. 
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	De aftrekking is inwendig en overal gedefinieerd.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De aftrekking  is commutatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De aftrekking is associatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De aftrekking heeft een neutraal element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	Elk element van de aftrekking heeft een symmetrisch element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De aftrekking heeft een opslorpend element.
	
	
	
	
	
	
	
	


Oefening 3
Plaats een kruisje als de uitspraak waar is in de gegeven verzameling. 
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	De vermenigvuldiging is inwendig en overal gedefinieerd.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De vermenigvuldiging is commutatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De vermenigvuldiging is associatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De vermenigvuldiging heeft een neutraal element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	Elk element van de vermenigvuldiging heeft een symmetrisch element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De vermenigvuldiging heeft een opslorpend element.
	
	
	
	
	
	
	
	


Oefening 4
Plaats een kruisje als de uitspraak waar is in de gegeven verzameling. 
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	De deling is inwendig en overal gedefinieerd.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De deling is commutatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De deling is associatief
	
	
	
	
	
	
	
	

	De deling heeft een neutraal element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	Elk element van de deling heeft een symmetrisch element.
	
	
	
	
	
	
	
	

	De deling heeft een opslorpend element.
	
	
	
	
	
	
	
	





Oefening 5
In de verzameling V = {a, b, c, d} wordt de bewerking  gedefinieerd door de volgende bewerkingstafel:
	
	a
	b
	c
	d

	a
	a
	b
	c
	d

	b
	b
	a
	d
	c

	c
	c
	d
	b
	a

	d
	d
	c
	a
	b


Onderzoek de eigenschappen van de bewerking  in V.
Oefening 6
Bij het optellen van getallen modulo 8 werken we niet met de som zelf, maar met de rest verkregen na deling van de som door 8.
Voorbeeld	15 + 26 = 41 (= 40 + 1)
	41 mod 8 = 1
a) Stel een bewerkingstafel op voor het optellen modulo 8 in V = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
b) Onderzoek de eigenschappen van het optellen modulo 8 in V = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. 
Oefening 7
Illustreer met een getallenvoorbeeld dat
a) de optelling niet distributief is t.o.v. de optelling.
b) de optelling niet distributief is t.o.v. de deling.
c) de optelling niet distributief is t.o.v. de vermenigvuldiging.
d) de aftrekking niet distributief is t.o.v. de aftrekking.
e) de vermenigvuldiging niet distributief is t.o.v. de vermenigvuldiging.
f) de vermenigvuldiging niet distributief is t.o.v. de deling.
g) de deling niet distributief is t.o.v. de deling.
h) de deling niet distributief is t.o.v. de vermenigvuldiging.
Oefening 8
Onderzoek m.b.v. getallenvoorbeelden het al dan niet distributief zijn van:
a) de machtsverheffing t.o.v. de optelling.
b) de machtsverheffing t.o.v. de aftrekking.
c) de machtsverheffing t.o.v. de vermenigvuldiging.
d) de machtsverheffing t.o.v. de deling.
Oefening 9
Welke structuur vormt
a) ,–
b) , 
c) , 


Oefening 10
Bepaal het symmetrisch element van het neutraal element van een groep G,
Oefening 11
Los op in de groep G, met neutraal element n.
a) a  x = a
b) a  x  b = n
c) x  = b
d)   x  a = a
e)  a = b
f) a   = n
g)  b = 
h) a  x = n
i)  x  = b  a
j) a  b  x = c
Oefening 12
In de verzameling V = {a, b, c,} wordt de bewerking  gedefinieerd door de volgende bewerkingstafel:
	
	a
	b
	c

	a
	a
	b
	c

	b
	b
	c
	a

	c
	c
	a
	b


a) Toon aan dat V, een groep is.
b) Is V, ook een commutatieve groep?
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Schrijf het getal met zo weinig mogelijk cijfers.

(Verwijder alle overbodige nullen.)

Heeft het getal cijfers na de komma?

Zuiver repeterend

rationaal getal rationaal getal

"4
JA NEEN
L 4,
Is het aantal cijfers na de komma eindig? Heeft het getal een negatief toestandsteken?
4 N 4 N
JA NEEN JA NEEN
) ! { !
begrensd rationaal getal Is er een periode? geheel getal natuurlijk getal
JA NEEN
! !
Begint de periode onmiddellijk na de;(omma? irrationaal getal
JA NEEN
! )

gemengd repeterend
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Schrijf het getal met zo weinig mogelijk cijfers.
(Verwijder alle overbodige nullen.)

Heeft het getal cijfers na de komma?

rationaal getal (Q)

reéel getal (R)

JA NEEN
! {
Is het aantal cijfers na de komma eindig? Heeft het getal een negatief toestandsteken?
4 N P4 N
JA NEEN JA NEEN
{ { l {
rationaal getal (@) Is er een periode? geheel getal (Z) natuurlijk getal (N)
JA NEEN
! {
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30

31

32

33

34

35

36

Duid het geheel deel aan in het groen.
a -23768 ¢ 2,657 e 02
b 4043 d -1823 o234

Duid de decimalen aan in het rood.
a 0123 < 8768742 e 1,089
b -112 d 167 f 678

Vink de begrensde kommagetallen aan.
09877... [7,65432 [07,54343..
Oe1,5 0-7,899... 03,1415

Vink de onbegrensde kommagetallen aan.
[178,0... [ 0,87676... 0-5,565...
a-s57 02,895 003,01001...

Vink de niet-repeterende kommagetallen aan.
[06,76565...  [143,5445... [07,89077...
[00,74755...  [191,808008... [ 6,76665...

Vink de niet-repeterende kommagetallen aan.

[0 4,65454...  [1-0,007007... [00,7657654...

[0-9,87859... [14,4445522... [15,5789...

Vink de repeterende kommagetallen aan.

[07,89090...  [12,092091... [121,776655...
[0-89897... [1-0,876876... [15,678910...

4 i 178989
087 i 3987
9 -8 i -120976

h -054987 | 76

00-0,0909 0867878
[017,6544... 00,0086

08,7878 O222..
[0-0,8755... aes7

[04,67879...
02,31132...

009,432321...
[00,7655...

[19,08585...
O7,7117111..
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Vink de repeterende kommagetallen aan.
[10,9988... [12,3456... [07,897676... [00,05005...
[0-5,432432... J0,011... [18,76547654...  [19,642531...

«  Duid met een letter aan om welk kommagetal het gaat:
~  B:begrensd kommagetal;
- Z:zuiver repeterend kommagetal;
- G: gemengd repeterend kommagetal;
et-repeterend kommagetal.
«  Duid bij de repeterende kommagetallen de eerste periode aan in het groen en daar waar nodig het
niet-repeterend deel in het rood.

a 71,1818... d 98,979... [] —-6,88787 j 0,0606...
b -0,97653... e 7,657878... h 0,724355... k 18,0068
3 4,54325432.... f -2,032032... i 71,89797... 1 7,09897...
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39

40

Duid met een letter aan om welk kommagetal het gaat:

- B:begrensd kommagetal;

- Z:zuiver repeterend kommagetal;

- G: gemengd repeterend kommagetal;

- N: niet-repeterend kommagetal.

Duid bij de repeterende kommagetallen de eerste periode aan in het groen en daar waar nodig het
niet-repeterend deel in het rood.

a 4,67834... d 8,6565 g 7,657657... i ~41,0101...
b 578 e 2,34567... h -9,0877... k 6,788788
4 —5,43566... f 0,652323... i 1,12123... 1 —6,9696...

Noteer, indien mogelijk, de periode en het niet-repeterend deel.
Plaats een kruisje in de juiste kolom.

ONBEGRENSD | PERIODE IVER GEMENGD
KOMMAGETAL EREND DEEL | REPETEREND EREND REPETEREND

-5,898787...
b | 287,03003...
¢ 0234234...
d | 87,000909...
e =233
f]65432...
g |987788...
h | 643,433...
i | 34890890...
i |-67879...
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Noteer.
a een positief, zuiver repeterend kommagetal, kleiner dan 1 met periode 13:
b een gemengd repeterend kommagetal, met periode 231 en niet-repeterend deel 07:

¢ een negatief begrensd kommagetal, groter dan -1 met decimalen 276:

Schrijf de volgende breuken als kommagetal.

a5 - s §

b - = hf%:
(%: i%:
e%: k%:
f—g%: |%:
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43

44

Schrijf de volgende breuken als kommagetal.

a 19% = g % =
b - no-2B
4 —;% = i 74—1 =
a -3 = i % -
e % = k —% =
f g = 1 _% -

Schrijf de volgende breuken als een kommagetal.

Duid met een letter aan om welk kommagetal het gaat:
~  B:begrensd kommagetal;

R: repeterend kommagetal.

36 _ 5

° 5 - € il

136 _ 23

b w0 - f 5

32 7

¢ 15 < 9 5
4 16 ho 83

99 165
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46

*

47

«  Schrijf de volgende breuken als een kommagetal.

«  Duid met een letter aan om welk kommagetal het gaat:
B: begrensd kommagetal;

R: repeterend kommagetal.

41 - 28
° w - R ]
41 - 19
R f
77 - 7
¢ s T 9 125
13 - _152
R (A " 9 -
Rangschik de volgende rationale getallen van klein naar groot.
L} E B 8
5 15 3 7 3 145
< < < < <

Rangschik de volgende rationale getallen van groot naar klein.
9 8 B 4

233...

33
100

20 25 10




image14.png
48 . Schrijfde breukals kommagetal.
« Noteer de periode.

KOMMA-GETAL PERIODE

49 . Schrijfde breukals kommagetal.
«  Noteer de periode.

BREUK PERIODE

KOMMA-GETAL

13
12

60
23
2%

66

55
36
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50  Schrijf de volgende kommagetallen als basisbreuk zonder je rekenmachine te gebruiken.

a 83 = e 164 =
b -22 = f 0075 =
¢ =155 = g 1,12 =
d -088 = h 75 =

51  Schrijf de volgende kommagetallen als basisbreuk zonder je rekenmachine te gebruiken.

a -125 = e 0555 =
b -15 = f -0025=
c 48 = g 264 =

d 072 = ho124 =
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52

53

54

Schrijf de volgende begrensde kommagetallen als basisbreuk.

a =242 = e 148

b 2,548 = f -652
¢ 1225 = a9 348

d -2625 = h 02125

Schrijf de volgende begrensde kommagetallen als basisbreuk.

a 115 = e 0725
b 1,528 = f 22

< -09625 = g -0885
d 1625 = h -0352

Schrijf de volgende repeterende kommagetallen als basisbreuk.

a 070833.. = e 07272..
b -2422.. = f 61414,
© -2866.. = g 05133..

d  -095833...

n
=

1,06944...
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Schrijf de volgende repeterende kommagetallen als basisbreuk.

a 1,11818.. =

b -3455.. =

< 08533...

d -04242... =

Joris beweert dat 0,77... + 0,22...
Verklaar die uitspraak.

e 13535.

f0234234...

g 15266...

h  0,854166...
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Duid de rationale getallen aan.

1,876765... % 6,988776... 6,9887766... =13
0 ~7,6544... £ 3n 587

Duid de irrationale getallen aan.

T+2 3,1415 0,01002002...  7,858483...

NN

Kleur telkens de letter in de juiste kolom.

0,01001001.... 2,86

-9,6543321.... 46

1,020304... 1,223344...

Heb je goed gekleurd? Dan lees je verticaal de naam van de wiskundige van de pythagoreische school aan wie
het eerste bewijs van het bestaan van irrationale getallen meestal toegeschreven wordt.

RATIONAA RRATIONAAL
IR
a | Y2 L H

b 3.V36 | A
5.(2-5)

T P °
s

a1 R P

e [F+V5S A |

s s N

g ffg-\/? u 3
7

h v M s
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60  Noteer de getallen uit het lijstje hieronder op de juiste plaats in het schema.

37 =7,55... 2,99898... =132 11718 0,12345... -14,5
Heeft het getal cijfers na de komma?
' N
JA NEEN
1 {
Is het aantal cijfers na de komma eindig? Heeft het getal een negatief toestandsteken?
4 N ' N
JA NEEN JA NEEN
1 { 1 1
begrensd rationaal getal v Is er een periode? N geheel getal natuurlijk getal
JA NEEN
1 1
repeterend irrationaal getal

rationaal getal
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Vul het schema aan. Kies uit: begrensde, rationale, decimale, breuk, irrationale, repeterende, reéle.

getallen
4 N
getallen getallen
I'4 N
notatie notatie
4 N
kommagetallen kommagetallen

Tot welke getallenverzameling behoren de gegeven getallen? Zet een kruisje in de meest passende
kolom.

GETAL N z
a | 8151617...
b |-26
c |15
d | V256
e -8
f|an
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63 Wieishet?
Kleur het vakje onder de meest nauwkeurige getallenverzameling.
Heb je de oefening volledig correct, dan verschijnt de naam, de geboorteplaats en het

geboortejaar van de wiskundige die in zijn boek De Thiende beschreef hoe je breuken
kan schrijven als decimale getallen.

z |@
713 s T L F
08762... |0 A e I
-8 3 M N R
25
-2 M o B A
123456... | R E Y N
I T

%

Z ) L s A
0334.. I A P T
18

1 3 T N R
-23 s v F e
9,08008... |O 3 A I
076565... | K L N P
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Vis J H E G
-3+8 E N s T

e |®
-18-v36 |0 1 2 3
15% 7 9 5 6
-8-(-9) |4 8 3 7
Lvangs |1 6 8 9





image23.png
64

Tot welke getallenverzameling behoren de gegeven getallen? Zet een kruisje in elke passende kolom.

GETAL N ‘ Q
a | 8151617...
b |-26
c |15
d | V256
e -8
f|2n

Waar of niet waar?
a  17is geen reéel getal.
b Elkrationaal getal is een reéel getal.

¢ 0iseen natuurlijk getal.

d  Elk niet-repeterend kommagetal is een reéel getal.

e Elkrepeterend kommagetal is een reéel getal.

Vink het juiste antwoord aan.

a Elkonbegrensd rationaal getal heeft een periode.
b Elk reéel getal heeft een periode.

¢ Elkirrationaal getal is reéel.

d  Elk geheel getal is rationaal.

O waar
O waar
O waar

O waar

[ niet waar
[ niet waar
[ niet waar

O niet waar
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Kleur de vakjes die een rationaal getal als resultaat hebben.

V3856

V43,67

V236

V7,98

V7865

V435

V65,65

V1234

V2,25

V54,76

V86,49

V76

V2356

V/568,9

V0,08

V987

V8,65

V525

V7744

V1456

V6578

V56,78

V21,16

V90,87

V8965

V4,63

V4536

V2897

V0,16

V7,744

V89,76

V5432

V3576

V67,98

V94,09

V64,78

V879

V169

V625

V3232

V876

66

V267

V792

V2345

V17,54

V13,69

V4556

V29,16

V0,54

V6,156

V276

V7676

V44

V409

V98,75

Vie7

V2489

V57,76

V5678

V8,88

V9876

0,789

V548

V324

V4387





